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Quantum state engineering with individual systems

Cold atoms and molecules Trapped ions Photons in NL media
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Quantum state engineering with individual systems
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Ions

Two-level systems to encode a spin:

Addressable + controlled interactions
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Scalable: beyond 100 particles

Addressability: local manipulation 
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Lecture 1: Dipolar interactions between atoms

Lecture 2: Basics of Rydberg physics. Arrays of atoms.   
Rydberg blockade (2-body physics) & gates

Lecture 3: Many-body physics with Rydberg atoms: 
spin models and transport

Outline



Interaction between atoms
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CHAPITRE I. LE POTENTIEL D’INTERACTION ENTRE DEUX ATOMES § 1. L’interaction de van der Waals

cinétique Je = 1 ; le niveau |ei correspond donc à un espace de dimension
3, dont une base possible est celle des trois orbitales |e↵i, ↵ = x, y, z, déjà
utilisées plus haut.

On note ! = (Ee � Eg)/~ la fréquence de la transition retenue et on
restreint donc la somme à un seul niveau (soit trois états)

�E
(2)

= �

X

↵=x,y,z

|he↵; e↵| Ûdip |g; gi|
2

2~! . (17)

Le numérateur fait apparaître les éléments de matrice he↵|D̂↵|gi qui inter-
viennent également dans l’expression de la largeur naturelle (inverse de la
durée de vie) du niveau e, calculée à l’approximation dipolaire électrique :

� =
!
3
d
2

3⇡✏0~c3
, (18)

où d est le dipôle réduit entre g et e : d = he||D||gi.

Insérons l’expression (11) du potentiel V̂ dans le déplacement d’énergie
(17). Les contributions de D̂x, D̂y , D̂z se somment avec les poids 1 : 1 : 4

pour donner

�E
(2)

= �
27

16

�

!

~�
(kr)6

(19)

où k = !/c = 2⇡/� est le nombre d’onde de la transition de fréquence ! et
de longueur d’onde �. Cette expression très simple fait donc ressortir la loi
d’échelle C6 / �

2
�
7.

La table 1 donne la valeur de C6 approchée obtenue par la loi (19), com-
parée aux résultats numériques les plus précis (voir aussi la figure 5). Rap-
pelons que les largeurs naturelles �/2⇡ des raies de résonance sont typi-
quement de l’ordre de 5 à 50 MHz (durée de vie de e de 3 à 30 ns), et les
longueurs d’onde correspondantes sont de l’ordre d’une fraction de mi-
cron. Le rapport �/!, qui constitue le petit paramètre sans dimension in-
tervenant dans le développement perturbatif et qui figure dans (19), est
donc ⇠ 3⇥ 10

�9– 3⇥ 10
�8.

Pour tous les atomes de cette table, l’accord est excellent (erreur infé-
rieure à 20%) sauf pour les atomes de la famille des lanthanides comme
l’erbium, le dysprosium et l’ytterbium pour lequel l’approximation consis-

système C6 [u.a.] �/2⇡ [MHz ] � [nm] C6 approché [u.a.]
Li-Li 1389 5.87 671 1340

Na-Na 1556 9.80 589 1500
K-K 3897 6.04 767 3610

Rb-Rb 4691 6.07 780 4100
Cs-Cs 6870 5.22 852 5629

Mg-Mg 627 80.9 235 630
Ca-Ca 2121 34.6 423 1840
Sr-Sr 3103 32.0 461 2750
Er-Er 1760 29.7 401 930

Dy-Dy 2275 32.2 421 1550
Yb-Yb 1929 29 399 860

TABLE 1. Valeurs du coefficient de van der Waals C6 pour certaines espèces ato-
miques fréquemment utilisées dans les expériences d’atomes froids. La colonne 2
indique la valeur trouvée dans la littérature, résultant d’une analyse détaillée som-
mant les contributions des différentes transitions atomiques (voir les différentes
références dans le texte). La colonne 5 donne la valeur trouvée en se restreignant
à la raie de résonance principale [cf. eq. (19)], dont les caractéristiques (largeur
et longueur d’onde) sont présentées en colonnes 3 et 4. Dans la littérature, C6

est traditionnellement exprimé en unités atomiques (u.a.), c’est-à-dire E0a
6
0 avec

E0 = e
2
/a0 = 1Hartree. On a a0 = 0.5292Å et e2/a0 = 27.21 eV, de sorte que

l’unité atomique pour C6 vaut 9.55 ⇥ 10
�80 Jm6. Rappelons qu’on a posé dans

tout ce cours e2 = q
2
/4⇡✏0 avec q = 1.602⇥ 10

�19C.

tant à se limiter à une seule raie de résonance est problématique (SAFRO-
NOVA, PORSEV et al. 2012 ; PORSEV, SAFRONOVA et al. 2014).

Au delà de l’interaction dipôle-dipôle. Le terme d’interaction dipôle-
dipôle n’est que le premier élément du développement multipolaire, qui
comprend un nombre infini de termes, en �C2n/r

2n avec n = 3, 4, 5, . . .,
chaque valeur de n correspond à un ordre multipolaire donné : n = 3 pour
le dipôle, n = 4 pour le quadrupôle, etc. Les coefficients C2n sont appelés
coefficients de dispersion. Pour les discussions que nous mènerons dans ce
cours, nous nous contenterons de garder le premier terme �C6/r

6 qui est
dominant à longue distance, mais une comparaison précise du potentiel

12
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Atomic dipoles (1)



Atomic dipoles (2)



Atomic dipoles (3)
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Atomic dipoles (4)



Dipolar interaction between 2 atoms



A toy model for two interacting atoms



The off-resonant block: van der Waals



van der Waals from a “classical” viewpoint



The resonant block: resonant dipole interaction
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CHAPITRE I. LE POTENTIEL D’INTERACTION ENTRE DEUX ATOMES § 2. Interaction de vdW pour des atomes excités

En l’absence de couplage, ce sous-espace est dégénéré. Pour prendre en
compte le couplage Ûdip à l’ordre 1 de la théorie des perturbations, il faut
diagonaliser la matrice 6⇥6 correspondant à la restriction de Ûdip au sous-
espace engendré par (22).

Fort heureusement, cette diagonalisation est moins complexe qu’il n’y
paraît. Prenons comme précédemment l’axe z parallèle au vecteur joignant
A à B. On constate que pour un indice ↵ donné, l’opérateur Ûdip n’a de
composante non nulle qu’entre |g; e↵i et |e↵; gi avec par exemple :

hg; ex| Ûdip |ex; gi =
e
2

r3
(hg| x̂ |exi)

2
=

3

4

~�
(kr)3

(23)

avec un résultat identique quand on fait la substitution x ! y, et un résul-
tat multiplié par �2 quand on fait la substitution x ! z.

La diagonalisation de la matrice 6⇥ 6 se ramène donc à la diagonalisa-
tion de 3 sous-matrices 2⇥ 2 :

[Vx,y] =
3

4

~�
(kr)3

✓
0 1

1 0

◆
et [Vz] = �2[Vx,y]. (24)

Cette diagonalisation est immédiate et donne les énergies et états propres
suivants (avec un décalage global de ~! par rapport à l’état fondamental
|g; gi :

E = ±
3

4

~�
(kr)3

1
p
2
(|e↵; gi± |g; e↵i) , ↵ = x, y (25)

et
E = ±

3

2

~�
(kr)3

1
p
2
(|ez; gi ⌥ |g; ezi) . (26)

Ce résultat, qui est tracé sur la figure 6, appelle plusieurs remarques :
— La dépendance (1/r3) vis-à-vis de la distance r est beaucoup moins

forte que pour le cas d’une paire d’atomes électronique dans leur état
fondamental (1/r6). Ce potentiel se fera donc sentir à plus grande dis-
tance.

— Ce potentiel apparaît au premier ordre de la théorie des perturbations,
alors que celui trouvé en (19) venait du deuxième ordre. C’est pour-
quoi le facteur �/! ⇠ 10

�7 qui figurait dans (19) est absent ici.

h̄!

|g; gi

|g; e↵i, |e↵, gi

r

V (r)

FIGURE 6. Niveaux d’énergie d’une paire d’atomes avec une excitation électro-
nique pour une transition modèle Jg = 0 $ Je = 1.

— Les états apparaissant dans (25) et (26) font intervenir l’état électro-
nique excité e qui est instable radiativement et qui peut se désexciter
en émettant un photon, avec une durée de vie �

�1. Ces états propres
sont donc également instables. Le calcul précis de leur durée de vie
nécessite de mettre en place un formalisme élaboré et nous ne le fe-
rons pas ici. Notons simplement que si on évalue l’élément de matrice
de l’opérateur dipôle entre chacun de ces états et l’état fondamental
|g; gi, on constate que trois de ces états conduisent à une valeur nulle :
ce sont des états sub-radiants, de grande durée de vie. Pour les trois
autres états, le dipôle est multiplié par

p
2 par rapport au cas d’un

atome isolé ; leur durée de vie est donc réduite d’un facteur 2, ce sont
des états super-radiants.

2-2 Interaction de vdW pour des atomes de Rydberg

Disons maintenant quelques mots du cas où les atomes sont chacun pré-
parés dans un état excité. Pour fixer les idées, considérons des atomes alca-
lins et supposons que l’électron externe de chaque atome été porté dans un
état très excité |ei ⌘ |n, `, j,mi avec n � 1, c’est-à-dire un état de Rydberg.
Si les atomes sont suffisamment éloignés l’un de l’autre, on peut toujours
traiter perturbativement l’interaction dipôle-dipôle électrique Ûdip entre

14



Ground state of “real” atoms 



CHAPITRE I. LE POTENTIEL D’INTERACTION ENTRE DEUX ATOMES § 2. Interaction de vdW pour des atomes excités
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FIGURE 5. Relation entre la valeur mesurée expérimentalement pour le coefficient
C6 et la valeur approchée (19). On a repris ici les valeurs de la table 1. Les disques
rouges correspondent aux alcalins, les carrés bleus aux alcalino-terreux et les lo-
zanges noirs aux lanthanides.

calculé avec les mesures expérimentales nécessite de prendre en compte
plusieurs termes de cette somme (par exemple jusqu’à n = 12 dans TANG,
TOENNIES et al. (1995) pour le potentiel He-He). Notons par ailleurs une
expression de récurrence approchée reliant les différents coefficients de
dispersion :

C2n ⇡

✓
C2n�2

C2n�4

◆3

C2n�6 (20)

qui permet de calculer tous ces coefficients une fois les trois premiers
connus [voir TANG, TOENNIES et al. (1995) et refs. in].

Effets de retard. Nous avons expliqué l’origine de l’interaction de van
der Waals en partant du dipôle instantané de l’atome A qui crée un champ
polarisant l’atome B, et ce dipôle induit qui crée en retour un champ sur
l’atome A. Ce faisant, nous avons négligé tout effet de retard dans l’éta-
blissement de ces champs. Il s’agit bien sûr d’une approximation qui n’est
valable que si les atomes ne sont pas trop éloignés. Plus précisément, nous
avons vu que la dynamique de chaque atome est dominée par sa transition

de résonance de fréquence !. Si le temps de propagation r/c du champ
électromagnétique entre les deux atomes est petit devant 1/!, il sera légi-
time de négliger le déphasage induit par cette propagation. Le critère de
validité de la loi en �C6/r

6 est donc donné par :

Effets de retard négligeables si
r

c
⌧

1

!
, kr ⌧ 1. (21)

Pour des atomes plus écartés, les effets de retards doivent être pris en
compte et conduisent au remplacement de la loi en 1/r

6 par une dé-
croissance plus rapide en 1/r

7 (CASIMIR & POLDER 1948). Notons toute-
fois que ces effets de retard sont en pratique extrêmement faibles et ne
jouent en particulier pas de rôle significatif dans la détermination des lon-
gueurs de diffusion que nous étudierons dans un prochain cours. Pour s’en
convaincre, on pourra estimer l’énergie d’interaction (19) pour kr = 1 (on
trouve des énergies de l’ordre du picokelvin).

2 Interaction de vdW pour des atomes excités

Dans ce cours, nous allons essentiellement nous intéresser au cas où les
atomes en interaction sont placés dans leur état électronique fondamental.
Néanmoins, il peut être utile à ce stade de dire quelques mots sur le cas où
au moins un des deux atomes est placé dans un état électronique excité.

2-1 Paire d’atomes avec une excitation électronique

Nous commençons notre étude dans le cas où un seul des deux atomes
est dans un état électronique excité. Pour simplifier la discussion, nous
conservons la modélisation utilisée précédemment d’une transition ato-
mique Jg = 0 $ Je = 1. Nous allons voir que la différence majeure par
rapport au cas précédent est que le couplage dipôle-dipôle agit maintenant
à l’ordre 1, et qu’il donne donc naissance à une interaction en 1/r

3, à plus
grande portée que pour des atomes dans leur état fondamental.

Le sous-espace associé à la situation physique qui nous intéresse est de
dimension 6, avec comme base possible :

{|g; e↵i, |e↵; gi} , ↵ = x, y, z. (22)
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cinétique Je = 1 ; le niveau |ei correspond donc à un espace de dimension
3, dont une base possible est celle des trois orbitales |e↵i, ↵ = x, y, z, déjà
utilisées plus haut.

On note ! = (Ee � Eg)/~ la fréquence de la transition retenue et on
restreint donc la somme à un seul niveau (soit trois états)

�E
(2)

= �

X

↵=x,y,z

|he↵; e↵| Ûdip |g; gi|
2

2~! . (17)

Le numérateur fait apparaître les éléments de matrice he↵|D̂↵|gi qui inter-
viennent également dans l’expression de la largeur naturelle (inverse de la
durée de vie) du niveau e, calculée à l’approximation dipolaire électrique :

� =
!
3
d
2

3⇡✏0~c3
, (18)

où d est le dipôle réduit entre g et e : d = he||D||gi.

Insérons l’expression (11) du potentiel V̂ dans le déplacement d’énergie
(17). Les contributions de D̂x, D̂y , D̂z se somment avec les poids 1 : 1 : 4

pour donner

�E
(2)

= �
27

16

�

!

~�
(kr)6

(19)

où k = !/c = 2⇡/� est le nombre d’onde de la transition de fréquence ! et
de longueur d’onde �. Cette expression très simple fait donc ressortir la loi
d’échelle C6 / �

2
�
7.

La table 1 donne la valeur de C6 approchée obtenue par la loi (19), com-
parée aux résultats numériques les plus précis (voir aussi la figure 5). Rap-
pelons que les largeurs naturelles �/2⇡ des raies de résonance sont typi-
quement de l’ordre de 5 à 50 MHz (durée de vie de e de 3 à 30 ns), et les
longueurs d’onde correspondantes sont de l’ordre d’une fraction de mi-
cron. Le rapport �/!, qui constitue le petit paramètre sans dimension in-
tervenant dans le développement perturbatif et qui figure dans (19), est
donc ⇠ 3⇥ 10

�9– 3⇥ 10
�8.

Pour tous les atomes de cette table, l’accord est excellent (erreur infé-
rieure à 20%) sauf pour les atomes de la famille des lanthanides comme
l’erbium, le dysprosium et l’ytterbium pour lequel l’approximation consis-

système C6 [u.a.] �/2⇡ [MHz ] � [nm] C6 approché [u.a.]
Li-Li 1389 5.87 671 1340

Na-Na 1556 9.80 589 1500
K-K 3897 6.04 767 3610

Rb-Rb 4691 6.07 780 4100
Cs-Cs 6870 5.22 852 5629

Mg-Mg 627 80.9 235 630
Ca-Ca 2121 34.6 423 1840
Sr-Sr 3103 32.0 461 2750
Er-Er 1760 29.7 401 930

Dy-Dy 2275 32.2 421 1550
Yb-Yb 1929 29 399 860

TABLE 1. Valeurs du coefficient de van der Waals C6 pour certaines espèces ato-
miques fréquemment utilisées dans les expériences d’atomes froids. La colonne 2
indique la valeur trouvée dans la littérature, résultant d’une analyse détaillée som-
mant les contributions des différentes transitions atomiques (voir les différentes
références dans le texte). La colonne 5 donne la valeur trouvée en se restreignant
à la raie de résonance principale [cf. eq. (19)], dont les caractéristiques (largeur
et longueur d’onde) sont présentées en colonnes 3 et 4. Dans la littérature, C6

est traditionnellement exprimé en unités atomiques (u.a.), c’est-à-dire E0a
6
0 avec

E0 = e
2
/a0 = 1Hartree. On a a0 = 0.5292Å et e2/a0 = 27.21 eV, de sorte que

l’unité atomique pour C6 vaut 9.55 ⇥ 10
�80 Jm6. Rappelons qu’on a posé dans

tout ce cours e2 = q
2
/4⇡✏0 avec q = 1.602⇥ 10

�19C.

tant à se limiter à une seule raie de résonance est problématique (SAFRO-
NOVA, PORSEV et al. 2012 ; PORSEV, SAFRONOVA et al. 2014).

Au delà de l’interaction dipôle-dipôle. Le terme d’interaction dipôle-
dipôle n’est que le premier élément du développement multipolaire, qui
comprend un nombre infini de termes, en �C2n/r

2n avec n = 3, 4, 5, . . .,
chaque valeur de n correspond à un ordre multipolaire donné : n = 3 pour
le dipôle, n = 4 pour le quadrupôle, etc. Les coefficients C2n sont appelés
coefficients de dispersion. Pour les discussions que nous mènerons dans ce
cours, nous nous contenterons de garder le premier terme �C6/r

6 qui est
dominant à longue distance, mais une comparaison précise du potentiel
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Excited states of “real” atoms: the Rydberg case 



On-line interaction calculator for Rydberg atoms

https://arc-alkali-rydberg-calculator.readthedocs.io/en/latest/

N. Sibalic

S. Weber

https://pairinteraction.github.io/pairinteraction/
sphinx/html/index.html



On-line interaction calculator for Rydberg atoms
https://pairinteraction.github.io/pairinteraction/sphinx/html/index.html

B = 6.9 G
E = 20 mV/cm

B = 6.9 G
E = 0 mV/cm

Quantization 
axis (B) 77°

87Rb
61D3/2



Lecture 1: Dipole interactions between atoms

Lecture 2: Arrays of atoms. Basics of Rydberg physics.  
Rydberg blockade (2-body physics) & gates

Lecture 3: Many-body physics with Rydberg atoms: 
spin models and transport
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